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 رودخانبۀ  ببر  واقب   هبای پبل  روی ببر  زدنقبدم  2کونیگسببر   مردم تفریحات از یکی پیش، قرن سه تقریباً
 هنگبام  در تبوانیم می آیا که شد صورتاینبه فکری بازی یک ایجاد سبب رفتهرفته تفریح این. بود 1پرجل

 ،2116 سبال  در. گبردیم بباز  خبود  شبروع  نقطۀ به و پیموده بار یک فقط را پرجل رودخانۀ پل هر زدن،قدم
 استفاده زمان آن تا که کرد اجرا مدلی سؤال، این به پاسخ برای ، 1اویلر دارلئون سوئیسی، بزر  دانریاضی
 شد شروع هاگراف از استفاده آن از پس. کرد حل سپس و مدل ،گراف نظریۀ با را خود مسئله او. بود نشده
 زمبانی . شبد  نمایبان  ریاضی شاخۀ یک عنوانبه گراف نظریۀ به مداوم و شدید علاقۀ بعد به 2612 سال از و

 تصبوّر  کسبی  هرگبز  شاید شد،می استفاده کونیکسبر  هایپل مسئله کردنحل و مدل برای گراف از که
 شباید  اخیبر،  هبای سبال  تا. شود استفاده مغزی اختلالات برخی درمان برای گراف نظریۀ از روزی کردنمی
. کنبد  پیبدا  ویبهه  جایگباه  طبیعبت  در موجبود  هبای RNA شناسبایی  در گراف نظریۀ که نبود باورقابل هنوز
 شیمی، شناسی،زیست پزشکی، نظیر گوناگونی هایزمینه در مسائل سازیمدل برای گراف نظریۀ از امروزه

 ریبزی برنامبه  و اطّلاعبات  انتقبال  انبریی،  سبازی مدل بازاریابی، مدیریت، خدمات، توزی  اقتصاد، کامپیوتر،
 . شودمی استفاده نقلوحمل

و علاقه فزایندۀ جامعۀ علمبی کشبور ببه آن، و در عبین      شاخهبا در نظر داشتن کاربردهای گسترده این 

 .حال، فقدان منبعی درخور به زبان فارسی، وظیفۀ خود دانستیم که اثری شایسته در این زمینه تدوین نمباییم 
 المپیباد،  در شبرکت  ببه  منبد علاقبه  آموزاندانش علمی هاینیاز گویپاسخ کتاب، این که است ذکر شایان

 . است ارشد کارشناسی دانشجویان مقدّماتی آشنایی برای منبعی حتیّ و کارشناسی دورۀ دانشجویان

 مؤلفان

 2121 پائیز

 

                                                           
1. Königsberg 
2. Pregel River 
3. Leonhard Euler 
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 خود عمر بیشتر که بود سوئیسی دانیریاضی 2اویلر دارلئون
 پرکبارترین  جملۀ از او. برد سربه پترزبور سن شهر در را

 او. رودمبی  شبمار به ریاضیات تاریخ در جهان دانانریاضی
 سبال  در داد، دسبت  از را خبود  بینبایی  آنکبه  از پبس  حتیّ

 جشبن . داد ادامبه  خبود  کبار  ببه  قبل سرعت همان با 2166
 مقالبۀ  اسباس ببر  2616 سبال  در گبراف  نظریبۀ  سالگی 152
 امبروزه . شبد  برگبزار  کونیکسبر ، پل مسئلۀ دربارۀ اویلر

 روسببیه در کببالینینگراد شببهرهای از یکببی کونیکسبببر 
 مشببغول کببه هنگببامی 2111 سببپتامبر 21 در اویلببر. اسببت
 کلمبۀ  گفبتن  ببا  ناگهبان  بود، اورانوس سیاّرۀ مسیر محاسبۀ

   . گفت بدرود را زندگی «مرُدم من»

 مقدّمه  1-1

سبازی مسبئله   ابزاری مفید ببرای مبدل   شود، نظریۀ گرافزمانی که صحبت از ارتباط میان اشیاء یا افراد می

هبای  های موجود در شببکه های متّصل کنندۀ شهرهای کشور، ارتباطتوان به جادهّعنوان مثال، میبه. اسببت

                                                           
1. Leonhard Euler 
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های سیناپسی و پیوندهای مولکبولی  های مغز انسان از طریق فضااجتماعی میان کاربران، ارتباط بین آکسون

 . پرداخت های آتی خواهیمنیاز در فصلدر این فصل، به تعریف دقیق گراف و مفاهیم کلیدی مورد. اشاره کرد

 و چندگانه ساده گراف  1-2

,𝑉(𝐺)) تبایی مرتّبب  ، یک سبه G1 گراف چندگانۀیا  2گراف 𝐸(𝐺), 𝜓𝐺)       اسبت کبه تشبکیل شبده از یبک
 5تابع وقوو  و یک  1هایالاز  ( 𝑉(𝐺)مجزّای از) 𝐸(𝐺) و یک مجموعۀ 1هارأساز  𝑉(𝐺) تهیمجموعۀ نا

𝜓𝐺 یک  𝑒 اگر. دهدمی را که الزاماً متمایز نیستند، نسبت 𝐺 هایمرتّب از رأس، یک زوج نا𝐺که به هر یال 
𝜓𝐺(𝑒) کهطوریباشند، به دو رأس 𝑣 و 𝑢 و یال = 𝑢𝑣شود؛ در این صورت گفته می 𝑒 هبای رأس 𝑢 و 𝑣 

یبالی ببا دو رأس   . شوندمیده مینا 𝑒 ، دو سر یال𝑣و 𝑢 هایرا به یکدیگر وصل کرده است و همچنین رأس
های متمایزی را کبه دارای  یال. نامیم 1یال پیوندیو یال با رئوس انتهایی متمایز را  6طوقهانتهایی یکسان را 

هبای  بر یبال های چندگانه علاوهدر گراف. گوییممی 1های چندگانهیالزوج رئوس انتهایی یکسان هستند، 

𝜓𝐺 های چندگانه نیز وجود داشته باشند )چون در تاب و یال پیوندی، ممکن است طوقه ممکبن اسبت زوج    
گانبه  گرافی را که طوقبه و یبال چنبد   . ، تابعی یک به یک نباشد(𝜓𝐺 شده، متمایز نباشند و یارئوس انتخاب
 مرتّبب صورت دوتایی توان آن را بهگراف ساده باشد، آنگاه می Gاگر . گوییم 6گراف سادهنداشته باشد، 

(𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺))    معرفی کبرد کبه در آن𝑉(𝐺)   هبا و  مجموعبه نباتهی از رأس𝐸(𝐺)   هبای  مجموعبه جفبت

 ها است.نامرتب از رأس
 

 

 𝑮  چندگانۀ گراف  0-0شکل 

                                                           
1. Graph 
2. Multigraph 
3. Vertex 
4. Edge 
5. Incidence function 
6. Loop 
7. Link 
8. Multiple edge 
9. Simple graph 



 01    هایو نمادگذار یادیبن فیتعار. 1

  هبای یبال  وعهبببببب ببا مجم  2-2ل ببببببببب ده در شکبببببببببب شنمایش داده 𝐺 چندگانۀ گراف. 1-2-1مثال 

𝐸(𝐺) = {𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛} رئببوس و مجموعببه 𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦} بببا تبباب  وقببوع 𝜓𝐺  

 :شودصورت زیر تعریف میبه

 𝜓𝐺(𝑒) = 𝑢𝑣, 𝜓𝐺(𝑓) = 𝑢𝑣, 𝜓𝐺(𝑖) = 𝑣𝑣, 𝜓𝐺(ℎ) = 𝑣𝑦, 𝜓𝐺(𝑔) = 𝑢𝑥, 
 𝜓𝐺(𝑗) = 𝑢𝑢, 𝜓𝐺(𝑘) = 𝑣𝑥, 𝜓𝐺(𝑙) = 𝑢𝑦, 𝜓𝐺(𝑚) = 𝑤𝑦, 𝜓𝐺(𝑛) = 𝑥𝑤.  

 . نامندمی های چندگانهرا یال 𝑓 و 𝑒 هایو یال را طوقه 𝑗 و 𝑖 های، یالدر این گراف

توانبد  مبی  𝐸(𝐺) متناهی نیز در نظر گرفتبه شبود؛ در ایبن صبورت مجموعبۀ     تواند نامی 𝑉(𝐺) مجموعۀ
|𝑉(𝐺)| هبا، یعنبی  تعبداد رأس . متناهی باشدمتناهی یا نا = 𝑛  گبراف  2مرتبوۀ را 𝐺   هبا، یعنبی  و تعبداد یبال 

 |𝐸(𝐺)| = 𝑚  گراف 1اندازۀرا 𝐺 ایم کهپرداختهدر این کتاب، به حالتی . گوییممی 𝑉(𝐺) متناهی است . 

 هارأس درجۀ  0-2-0

𝑒 فرض کنید  = 𝑢𝑣 دلخواهی از گراف یال 𝐺 هبای به رأس. باشد 𝑢 و𝑣 ،طبور  یبا ببه   1هوای انتهوایی  رأس
,𝑢هایرأس. گوییممی 𝑒 خلاصه دو انتهای یال 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) ،شوند، هرگاه یبالی  نامیده می 1مجاوریا  همسایه

𝑒 مانند ∈ 𝐸(𝐺) کهطوریوجود داشته باشد، به 𝑢 و 𝑣 انتهایی دو رأس 𝑒 همچنین دو یال در. باشند 𝐺  را با

با هم مجباور باشبند، آنگباه     𝑣 و 𝑢 اگر دو رأس. گوییم، هرگاه دارای یک رأس مشترک باشندهم مجاور 
مجموعۀ تمام رئوس مجباور  . خواهد بود( 𝑢 هم یک همسایه 𝑣 است )و رأس 𝑣 5همسایهیک  𝑢 گوییممی

𝑒 برای اختصار، یال. دهیمنشان می 𝑁(𝑢) را با 𝑢 با رأس = {𝑢, 𝑣}  صبورت را ببه 𝑒 = 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢   نمبایش
 گیریم و آن را با نمادهای گذرنده بر آن در نظر می، را تعداد یال 𝐺، در گراف 𝑣هر رأس 6درجۀ. دهیممی

𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑣)  اختصار بایا به 𝑑(𝑣) در یبک گبراف   و مینیمم درجبه  ماکسیمم. دهیمنشان می 𝐺   معمبولاً )ببه ،
رأس ببا درجبۀ زوج را رأس   . شبود نشبان داده مبی  ( 𝛿 و Δ اختصاریا به) 𝛿(𝐺) و Δ(𝐺) ترتیب( با نمادهای

 . خوانیمزوج و همچنین رأس با درجۀ فرد را رأس فرد می
 

 .   Δ و 𝛿 مطلوب است محاسبۀ. نظر بگیریدرا در 1-2شده در شکل نشان داده 𝐺 گراف. 2-2-1مثال 

 کنیم:ها را محاسبه میتمام رأس ، ابتدا درجۀو مینیمم درجه برای محاسبۀ ماکسیمم: حل

𝑑𝑒𝑔(𝑧) = 𝑑𝑒𝑔(𝑥) = 2, 𝑑𝑒𝑔(𝑢) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 3, 𝑑𝑒𝑔(𝑤) = 4.  
Δ بنابراین،  = 𝛿 و 4 = 2 . 

                                                           
1. Order 
2. Size 
3. Ends 
4. Incident 
5. Neighbour 
6. Degree 
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 𝑮  گراف  2-0شکل 

 :داریم 𝐺 دلخواه برای هر گراف. 3-2-1قضیه 

∑

𝑣∈𝑉(𝐺)

𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 2|𝐸(𝐺)| 

رئوس، هر یال دو  واق  است، پس هنگام شمارش درجۀ پیوندی بر هر یال با توجّه به اینکه دو رأس. برهان
 . شود و بنابراین تساوی بدیهی استبار شمرده می

 . ، تعداد رئوس فرد، عددی زوج استدر هر گراف. 4-2-1نتیجه 

d دنبالۀ = (𝑑1, 𝑑2, … 𝑑𝑛) هبای با دنباله درجه ساده شود، هرگاه یک گرافنامیده می 2دنبالۀ گرافی 

d  وجود داشته باشد . 

,𝑑1) اگر (1حکیمی-هاول). 5-2-1گزاره  𝑑2, … 𝑑𝑛)  صعودی از اعداد صحیح نامنفی باشبد دنبالۀ غیریک 

′dو  = (𝑑2 − 1, 𝑑3 − 1, … , 𝑑𝑑1+1 − 1, 𝑑𝑑1+2, … , 𝑑𝑛)  آنگباه دنبالبۀ ، d = (𝑑1, 𝑑2, … 𝑑𝑛)   گرافبی
 گرافی باشد. ′dدنباله  است اگر و فقط اگر

 

 فبرض کنبیم  . وجبود دارد  d درجاتبا دنباله  𝐺 باشد، پس گرافی مانند دنبالۀ گرافی d فرض کنیم. برهان

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} .اگر 𝑣1  رئبوس  مجباور 𝑣𝑑1+1, … , 𝑣3, 𝑣2   باشبد، آنگباه 𝐺 − 𝑣1   دارای دنبالبۀ

 𝑣𝑗 ماننبد  با حبداقل یبک رأس    𝑣1در غیر این صورت، . دنبالۀ گرافی است ′d است و بنابراین ′d درجات

1که ) ≤ 𝑗 ≤ 𝑑1 + 𝑑1 که) 𝑣𝑘 مجاور نیست و با رأسی مانند(  1 + 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  )مجاور است . 

𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑘) اگر = 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑗)های، آنگاه نام رأس 𝑣𝑗 و 𝑣𝑘 کنیم و مجدداً طبق توضیحات جا میرا جابه
𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑗)در غیر این صورت، . است دنبالۀ گرافی   ′dقبل،  > 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑘) .  بنابراین رأسبی ماننبد 𝑣𝑙 وجبود   

                                                           
1. Graphic sequence 
2. Havel–Hakimi 
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𝑣𝑗𝑣𝑙 و 𝑣1𝑣𝑘 دو یبال  ببا حبذف  . مجباور نیسبت   𝑣𝑘 است، ولبی ببا رأس   مجاور 𝑣𝑗 دارد که با رأس و  𝐺 از 

𝑣𝑘𝑣𝑙 و 𝑣1𝑣𝑗 کردن دو یالاضافه  d براببر  𝐻 که دنبالۀ درجات شودمیحاصل  𝐻 ، گرافی مانند𝐺به گراف 

,𝑣𝑑1+1 ، با رئوس𝐻 در  𝑣1 رأس. است … , 𝑣3, 𝑣2 مجاور است و بنابراین 𝐻 − 𝑣1 دارای دنبالۀ درجات d′ 

 . دنبالۀ گرافی است  ′d بنابراین. است

. ، وجود دارد′dدرجات رئوسبا دنبالۀ  𝐺 پس گرافی مانند. است دنبالۀ گرافی ′d برعکس، فرض کنیم

,𝑣1𝑣𝑑1+1 هبای و یبال  𝑣1 اکنون با افبزودن رأس  … , 𝑣1𝑣3, 𝑣1𝑣2    گرافبی ماننبد  ببه ایبن گبراف ، 𝐻   ایجباد
 . یک دنبالۀ گرافی است d بنابراین. است d برابر ،که دنبالۀ درجات آن شودمی

 
 گرافی است؟   (5,1,1,1,1,1,2,2)آیا دنبالۀ . 6-2-1مثال 

اگر . کنیمروی این دنباله اجرا میهای زیر را برحکیمی گام -برای پاسخ به این سؤال، بنابر قضیۀ هاول حل:
  :، آنگاهباشدعدد صحیح  𝑛 ازای دنباله d دنبالۀ

𝑛 تر ازاگر عددی بزر  .2 −  . گرافی نیست d باشد، آنگاه d در 1

 گرافی است و اگر عددی منفی در دنباله باشد، آنگاه d باشند، آنگاهاگر تمام اعداد دنباله صفر  .1

d گرافی نیست . 

 . صعودی مرتّب کنصورت غیررا به d دنبالۀ .1

تا عدد بعدی نیز، یک 𝑖 کرده و از اوّلین عدد دنباله است، آنگاه اوّلین عدد دنباله را حذف 𝑖 اگر .1
 . برو 1واحد کم کن و به گام 

 :روی دنبالۀ مذکور داریماجرای الگوریتم فوق، بربا 

 (5,3,3,3,2,2,1,1) → (2,2,2,1,1,1,1) → (1,1,1,1,1,1) 
 → (0,1,1,1,1) → (0,1,1,0) → (0,0,0).  

 . گرافی است (5,1,1,1,1,1,2,2)، دنبالۀ بنابراین 

 هاریختی گرافهمسانی و یک  0-2-2

𝑉(𝐺) هایتساوی 𝐻 و 𝐺 دلخواه اگر برای دو گراف  = 𝑉(𝐻) ،𝐸(𝐺) = 𝐸(𝐻)  و 𝜓𝐺 = 𝜓𝐻 را داشته  

𝐺 نویسیمرا همسان گوییم و می 𝐻 و 𝐺 باشیم، آنگاه دو گراف = 𝐻 .      واضبح اسبت کبه ببرای دو گبراف
های ناهمسان نیز امّا باید دقّت داشته باشیم که برخی گراف. توان نمودارهای یکسانی رسم کردهمسان، می
 . ها استریختی آننمودارهای یکسانی هستند که دلیل آن یکدارای 
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𝐺 نویسیمنامیم و می 2ریختیکرا  𝐻 و 𝐺 دو گراف ≅ 𝐻 دوسویی اگر نگاشت 𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻) 

𝑢𝑣 طوری کهوجود داشته باشد، به ∈ 𝐸(𝐺) اگر و فقط اگر  𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻) . 
 در گبراف . گیریمرا در نظر می 1-2شده در شکل نمایش داده 𝐻 و 𝐺 هایتوضیح بیشتر، گرافبرای 

𝐺دو رأس ، 𝑢 و 𝑤 که در گرافحالیمجاورند، در 𝐻 نیستند و این یعنبی  مجاور 𝜓𝐺 ≠ 𝜓𝐻راینببببب ؛ بناب  
𝐺 ≠ 𝐻 . ولببی نگاشببت 𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻) صببورت بببه𝑓(𝑢) = 𝑢, 𝑓(𝑣) = 𝑣, 𝑓(𝑤) = 𝑥, 𝑓(𝑧) = 𝑧    

𝑓(𝑥) = 𝑤  طوری کبه ، به برای این دو گراف وجود دارد 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)    اگبر و فقبط اگبر  𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈

𝐸(𝐻)؛ بنابراین 𝐺 ≅ 𝐻.  
 

 

 ریختهمسان ولی یکنا دو گراف. 3-0شکل 

توان به درجبات رئبوس و سبایر    ، میریخت بودن دو گرافیکاولیۀ غیرتوجّه کنید که برای تشخیص 
دارای  ریخبت ریختی، واضح اسبت کبه دو گبراف یبک    براساس تعریف یک .ها دقّت کردهای آنویهگی

عنوان مثبال،  به ها با هم برابر است.دنباله درجات برابر هستند؛ همچنین طول و تعداد دورهای موجود در آن

نباشبد، آنگباه دو    موجود باشد ولی دیگری دارای رأسبی ببا چنبین درجبه     5 اگر در گرافی رأسی از درجۀ
باشبند و گبراف    مجاور 5درجۀ  عنوان مثالی دیگر، اگر در گرافی دو رأسبه .ریخت هستندیکگراف غیر

در این گراف با هم مجاور نباشند، آنگباه   5باشد ولی هیچ دو رأس درجۀ  5دیگری دارای دو رأس درجۀ 
وجود داشته باشد ولی در دیگبری   1. یا اینکه، اگر در گرافی دور به طول ریخت هستندیکغیردو گراف 

 .ریخت هستندیکغیر وجود نداشته باشد، آنگاه دو گراف

 و ماتریس مجاورت ماتریس وقو   1-3

𝑛 ، یک ماتریس 𝑚 و اندازۀ 𝑛 از مرتبۀ 𝐺 متناظر با هر گراف × 𝑚  نامیبده   1ماتریس وقوو  وجود دارد که

                                                           
1. Isomorphism 
2. Incidence matrix 
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𝑉(𝐺) ورتببببببب صببه   𝐺 ایبببببببببببب هها و یالوعۀ رأسبببببببمجم اگر . شودمی = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} و  

𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}  باشند، آنگاه ماتریس وقوع𝐺  ماتریسبی ماننبد ، 𝑀 = [𝑚𝑖𝑗]   اسبت کبه در آن 

𝑚𝑖𝑗  برابر با تعداد دفعاتی است که 𝑣𝑖 بر 𝑒𝑗  واق  شده اسبت ( 𝑗 = 1, … , 𝑚 ،𝑖 = 1, … , 𝑛 )   ببدیهی اسبت

حقیقبت مباتریس وقبوع یبک گبراف، طریقبۀ       در. تواند داشته باشدرا می 1یا  2، 2یکی از مقادیر   𝑚𝑖𝑗 که

 . کردن آن گراف استدیگری برای معیّن
مباتریس مجباورت،   . اسبت  گبراف  آن 2ماتریس مجاورت، استفاده از کردن یک گرافراه دیگر معیّن      

𝑛 ماتریسی × 𝑛 مانند 𝐴(𝐺) = [𝑎𝑖𝑗] است که در آن 𝑎𝑖𝑗 وصبل   𝑣𝑗 را ببه  𝑣𝑖 هایی است کهبرابر تعداد یال 
,𝑖)کندمی 𝑗 = 1, … , 𝑛) .توجّه کنید که اگر 𝑒𝑖 ورتببببببب صببه  یک طوقه 𝑣𝑗𝑣𝑗   باشبد، آنگباه 𝑎𝑗𝑗 =  و 2

𝑚𝑗𝑖 = و ماتریس مجاورت  یک گراف به همراه ماتریس وقوع. شودمی؛ به عبارتی، طوقه دو بار شمرده 2
 . شده استنشان داده 1-2آن در شکل 

 

 

 

𝑀(𝐻) =

(

 
 

0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 2

)

 
 

   𝐴(𝐻) =

(

 
 

0 1 1 3
1 0 0 1
1 0 0 1
3 1 1 2

)

 
 

 

 H گراف. 1-0شکل 

رأسبی را داشبته باشبیم؛ محاسببۀ دسبتی ایبن متغیبر         2222 فرض کنید قصد محاسبۀ متغیری از یک گبراف 

وسبیلۀ رایانبه ایبن    که با اجرای الگوریتمی مناسب بهحالیگیر باشد، درممکن و شاید بسیار زماناحتمالاً غیر
درک برای رایانبه تببدیل   نظر را به شکل قابلپس ابتدا باید گراف مورد. شودتر انجام میفرایند بسیار سری 

شایان ذکر است که در حالت . های مجاورت و وقوع ابزاری مفید خواهند بودبرای این کار، ماتریس. کرد

                                                           
1. Adjacency matrix 


