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م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت

خ پ  ی  ش  گ  ف  ت  ار

۱ ب  ن  ی  ادی م  ف  اھ ی  م و ت  ع  اری  ف ۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ه ۱ −۱

۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  م  ارش  ی م  ف  اھ ی  م و ن  م  ادگ  ذاری ۲ −۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ازگ  ش  ت  ی رواب  ط ۱ −۲ −۱

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . م  ول  د ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ازگ  ش  ت  ی رواب  ط ح  ل ۲ −۲ −۱

۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  ن  دگ  ان  ه و س  اده گ  راف ھ ای ۳ −۱

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس ھ ا ھ م  س  ای  گ  ی و درج  ه ۴ −۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی  رگ  راف ھ ا ۵ −۱

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م  ب  ن  دی و م  س  ی  رھ ا ۶ −۱

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ھ ا ب  ه م  رب  وط م  ات  ری  س ھ ای ۷ −۱

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ھ ا از ش  ن  اخ  ت  ه ش  ده خ  ان  واده ھ ای از ب  رخ  ی ۸ −۱

۳۵ گ  راف ن  ظ  ری  ه از م  س  ائ  ل  ی ۲

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ه ۱ −۲

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ن  ظ  ری  ه ک  لاس  ی  ک م  س  ائ  ل ۲ −۲

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  اس  ب رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ۱ −۲ −۲

۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ط  اب  ق م  س  ئ  ل  ه ۲ −۲ −۲

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  م  ی  ن  ه ف  راگ  ی  ر درخ  ت م  س  ئ  ل  ه ۳ −۲ −۲

ث



پ  ی  اده س  ازی ت  ا ت  ئ  وری از گ  راف: ال  گ  وری  ت  م ھ ای ج

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ی  ر ک  وت  اه ت  ری  ن م  س  ئ  ل  ه ۴ −۲ −۲

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غ  ال  ب م  ج  م  وع  ه م  س  ئ  ل  ه ۵ −۲ −۲

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس  ی پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ۶ −۲ −۲

۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوره گ  رد ف  روش  ن  ده م  س  ئ  ل  ه ۷ −۲ −۲

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ری  ک p−م  رک  ز م  س  ئ  ل  ه ۸ −۲ −۲

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ن  ظ  ری  ه م  درن م  س  ائ  ل ۳ −۲

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غ  ال  ب رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ۱ −۳ −۲

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ۲ −۳ −۲

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ح  ل  ی م  ت  ری  ک ب  ع  د م  س  ئ  ل  ه ۳ −۳ −۲

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  غ  ل  وب رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ۴ −۳ −۲

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع  م  وم  ی م  وق  ع  ی  ت م  س  ئ  ل  ه ۵ −۳ −۲

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ق  اب  ل دی  د م  س  ئ  ل  ه ۶ −۳ −۲

۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ع  د م  ت  ری  ک م  س  ائ  ل ۷ −۳ −۲

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غ  ال  ب ی  ال  ی م  ت  ری  ک م  س  ئ  ل  ه ۸ −۳ −۲

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . (k،ⅼ)−م  ک  ان ی  اب رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ۹ −۳ −۲

۵۹ خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی ب  ر م  روری ۳

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  ات  ری  س  ی ف  رم ۱ −۳

۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل روش ھ ای ۲ −۳

۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگ  ان م  س  ئ  ل  ه ۳ −۳

۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ح  ی  ح ع  دد خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی م  دل ۴ −۳

۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع  ددص  ح  ی  ح م  س  ائ  ل ان  واع ۱ −۴ −۳

۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ح  ی  ح ع  دد م  دل س  ازی ت  ک  ن  ی  ک ھ ای ۵ −۳

۷۷ . . . . . . . . . . م  ح  دودی  ت N م  ی  ان از م  ح  دودی  ت K ب  ودن گ  ذار ت  أث  ی  ر ۱ −۵ −۳

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  س  س  ت  ه م  ق  ادی  ر ب  ا م  ح  دودی  ت ھ ای  ی ۲ −۵ −۳

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  س  س  ت  ه م  ق  ادی  ر ب  ا م  ت  غ  ی  رھ ای  ی ۳ −۵ −۳

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ث  اب  ت ھ زی  ن  ه م  س  ئ  ل  ه ۴ −۵ −۳



چ م  ط  ال  ب ف  ه  رس  ت

۷۹ . . . . . . . . .
∑
j

ajxj ⩽ b م  ح  دودی  ت ش  دن ف  ع  ال و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ۵ −۵ −۳

۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل روش ھ ای ۶ −۳

۸۶ . . . . . . . . . . خ  ط  ی آزادس  ازی ب  ا ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل ۱ −۶ −۳

۸۹ . . . . . . ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ک  ران و ش  اخ  ه روش ۲ −۶ −۳

۹۳ م  ح  اس  ب  ات  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۴

۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  زرگ O ن  م  اد و ال  گ  وری  ت  م پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۱ −۴

۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ائ  ل م  ح  اس  ب  ات  ی پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۲ −۴

۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP و P م  س  ائ  ل دس  ت  ه ۱ −۲ −۴

۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  ن  دج  م  ل  ه ای زم  ان ک  اھ ش ھ ای ۲ −۲ −۴

۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ودن NP−ک  ام  ل ۳ −۲ −۴

۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . (3-SAT) س  ه ج  م  ل  ه ای رض  ای  ت پ  ذی  ری م  س  ئ  ل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۳ −۴

۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رن  ام  ه ری  زی م  س  ئ  ل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۴ −۴

۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف غ  ال  ب ی  ال  ی م  ت  ری  ک م  س  ئ  ل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۵ −۴

۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . l−خ  وش  ه ای م  ت  ری  ک م  ج  م  وع  ه م  س  ئ  ل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۶ −۴

۱۰۸ . . . . . . . . ض  رب  ی گ  راف ھ ای ب  رخ  ی م  ح  ل  ی ی  ال  ی م  ت  ری  ک م  ج  م  وع  ه م  س  ئ  ل  ه پ  ی  چ  ی  دگ  ی ۷ −۴

۱۱۱ ت  ق  ری  ب  ی ال  گ  وری  ت  م ھ ای ۵

۱۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ه ۱ −۵

۱۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس  ی پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ت  ق  ری  ب  ی ال  گ  وری  ت  م ۲ −۵

۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . رأس  ی پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ح  ل ت  ق  ری  ب  ی ال  گ  وری  ت  م آن  ال  ی  ز ۱ −۲ −۵

۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوره گ  رد ف  روش  ن  ده م  س  ئ  ل  ه ۳ −۵

۱۱۶ . . . . . . TSP م  س  ئ  ل  ه ب  رای ک  م  ی  ن  ه پ  وش  ای درخ  ت م  ب  ت  ن  ی ب  ر ال  گ  وری  ت  م آن  ال  ی  ز ۱ −۳ −۵

۱۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ج  م  وع  ه پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ۴ −۵

۱۱۷ . . . . . م  ج  م  وع  ه پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ب  رای ح  ری  ص  ان  ه ال  گ  وری  ت  م ت  ق  ری  ب ن  رخ آن  ال  ی  ز ۱ −۴ −۵

۱۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ج  م  وع  ه پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه خ  ط  ی م  دل ۲ −۴ −۵

پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ب  رای خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زی اص  لاح ش  ده ک  ردن گ  رد ال  گ  وری  ت  م آن  ال  ی  ز ۳ −۴ −۵

۱۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ج  م  وع  ه



پ  ی  اده س  ازی ت  ا ت  ئ  وری از گ  راف: ال  گ  وری  ت  م ھ ای ح

۱۲۰ . . اول  ی  ه−دوگ  ان روش ب  راس  اس م  ج  م  وع  ه پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ح  ل ت  ق  ری  ب  ی ال  گ  وری  ت  م ۴ −۴ −۵

۱۲۰ . م  ج  م  وع  ه پ  وش  ش م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای اول  ی  ه−دوگ  ان روش م  ب  ت  ن  ی ب  ر ال  گ  وری  ت  م آن  ال  ی  ز ۵ −۴ −۵

۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p−م  رک  ز م  س  ئ  ل  ه ب  رای ۲−ت  ق  ری  ب ال  گ  وری  ت  م  ۵ −۵

۱۲۳ . . . . . . . . . . . ح  ری  ص  ان  ه ال  گ  وری  ت  م از اس  ت  ف  اده ب  ا س  راس  ری اج  ب  ار ع  دد م  ح  اس  ب  ه ۶ −۵

۱۲۷ . . . . گ  راف در م  اک  س  ی  م  ال ت  ط  اب  ق ھ ای ب  رای GFS م  ح  اس  ب  ه ال  گ  وری  ت  م ت  ق  ری  ب ض  ری  ب ۷ −۵

۱۳۱ ف  را اب  ت  ک  اری ال  گ  وری  ت  م ھ ای ۶

۱۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ق  دم  ه ۱ −۶

۱۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  م  ن  وع  ه ج  س  ت و ج  وی ال  گ  وری  ت  م ۲ −۶

رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه روی ج  س  ت و ج  وی م  م  ن  وع  ه ال  گ  وری  ت  م پ  ی  اده س  ازی ۱ −۲ −۶

۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  راف ھ ا ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر

۱۳۶ . . . . . . . . م  م  ن  وع  ه ج  س  ت و ج  وی و م  ح  ل  ی ج  س  ت و ج  وی ال  گ  وری  ت  م م  ق  ای  س  ه ۲ −۲ −۶

۱۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م ۳ −۶

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م در ج  م  ع  ی  ت ۱ −۳ −۶

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م در ب  رازن  دگ  ی ت  اب  ع ۲ −۳ −۶

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م در ان  ت  خ  اب ع  م  ل  گ  ر ۳ −۳ −۶

۱۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م در ت  رک  ی  ب ع  م  ل  گ  ر ۴ −۳ −۶

۱۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م در ج  ه  ش ع  م  ل  گ  ر ۵ −۳ −۶

۱۴۳ . . . . . گ  راف در ع  م  وم  ی م  وق  ع  ی  ت م  س  ئ  ل  ه روی ژن  ت  ی  ک ال  گ  وری  ت  م پ  ی  اده س  ازی ۶ −۳ −۶

۱۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ب  ی  ه س  ازی ش  ده ت  ب  ری  د ال  گ  وری  ت  م ۴ −۶

۱۴۹ گ  راف در ع  م  وم  ی م  وق  ع  ی  ت م  س  ئ  ل  ه روی ش  ب  ی  ه س  ازی ش  ده ت  ب  ری  د ال  گ  وری  ت  م پ  ی  اده س  ازی ۱ −۴ −۶



پ  ی  ش  گ  ف  ت  ار

در ویژه ای جایگاه گسسته، ریاضیات شاخه های پرکاربردترین و بنیادی ترین از یکی به عنوان گراف نظریه

کاربردهای تا گرفته حمل ونقل و ارتباطی شبکه های تحلیل از دارد. پیچیده سیستم های و ساختارها مدل سازی

ساختارهای مصنوعی، هوش و ماشین یادگیری داده، علم اجتماعی، علوم بیوانفورماتیک، در میان رشته ای

کنیم. کشف را پنهان الگوهای و تحلیل را پیچیده تعاملات و ارتباطات تا می دهند را امکان این ما به گرافی

نه تنها گراف نظریه اخیر، دهه های طی که است شده موجب گراف ها کاربردی درعین حال و انتزاعی ویژگی

قرار گسترده موردتوجه انسانی علوم حتی و اقتصاد رایانه، علوم مهندسی، علوم در بلکه ریاضیات، حوزه  در

دسته  در خود، گسسته  و ترکیبیاتی ماهیت به دلیل گراف نظریه در مهم مسائل از بسیاری درعین حال، گیرد.

رشد به دلیل بزرگ، مقیاس های در به ویژه مسائل، این دقیق حل می گیرند. قرار محاسباتی سخت مسائل

ترکیبیاتی بهینه سازی که است شرایط این در است. پرهزینه بسیار یا غیرممکن عملا حالت، فضای نمایی

بر تمرکز با حوزه این می شود. عمل وارد کاربردی ریاضیات و رایانه علوم در کلیدی شاخه های از یکی به عنوان

الگوریتم هایی و ابزارها ممکن، حالات از زیاد) بسیار (اما محدودی تعداد میان در ممکن راه حل بهترین یافتن

گراف، مسائل در می آورد. فراهم را گرافی مسائل برای مناسب تقریب زنی یا حل امکان که می سازد فراهم را

گراف، رنگ آمیزی جریان، بیشینه سازی مسیر، کوتاه ترین یافتن نظیر مسائلی حل در ترکیبیاتی بهینه سازی

تعیین کننده نقش پیچیده ساختارهای بهینه سازی و مقاوم شبکه های طراحی کمینه، پوشش بیشینه، تطابق

تحلیل کامپیوتری، شبکه های صنعتی، مسائل در بلکه دارند، اهمیت تئوری منظر از نه تنها مسائل این دارد.

ازاین رو، یافته اند. فراوانی کاربرد نیز هوشمند الگوریتم های و پیچیده سیستم های طراحی بزرگ، داده های

قدرتمند و عمیق هم افزایی یک بلکه ساده، تقاطع یک نه ترکیبیاتی، بهینه سازی و گراف نظریه میان پیوند

مجموعه یک در ترکیبیاتی بهینه سازی و گراف نظریه با مرتبط مطالب تدوین در کتاب این اصلی تمایز است.

تنظیم به گونه ای کتاب ساختار دهد. می پیوند هم به را مهم حوزه دو این تخصصی به صورت که است منسجم

خ



پیاده سازی تا تئوری از گراف: الگوریتم های د

هدایت چالش برانگیز و پیشرفته مباحث به سوی به تدریج پایه ای، مفاهیم و مبانی از را خواننده که است شده

بهینه سازی در بنیادی مفاهیم و پایه ساختارهای گراف، نظریه اولیه  مفاهیم معرفی به ابتدایی فصل های کند.

و طراحی روش های مهم، الگوریتم های بررسی به میانی فصل های ادامه، در یافته اند. اختصاص ترکیبیاتی

−NP مسائل برخی حل همچون پیشرفته تر مسائل به پایانی فصل های و می پردازند آن ها پیچیدگی تحلیل

تا است شده تلاش کتاب این در دارند. اختصاص فراابتکاری الگوریتم های و تقریبی الگوریتم های کامل،

و اجرایی الگوریتم های ارائه  با نظری مبحث هر منظور، همین به شود. برقرار عمل و نظریه میان دقیقی تعادل

گردیده اند. ارائه دقیق اثبات های و ریاضی تحلیل موارد از بسیاری در و شده همراه قابل پیاده سازی شبه کدهای

که دانشجویانی و مهندسان برای بلکه باشد، قابل اتکا نظری دیدگاه از نه تنها کتاب می شود باعث ویژگی این

که است شده طراحی به گونه ای کتاب این شود. واقع مفید کاملا نیز هستند مفاهیم این عملی کاربرد به دنبال

مرتبط آموزشی دوره های برای مهندسی، و ریاضی رشته های دکتری و تکمیلی تحصیلات دانشجویان علاوه بر

این مهم ویژگی های دیگر از باشد. مفید و استفاده قابل بسیار نیز گراف نظریه و ترکیبیاتی بهینه سازی با

الگوریتمی نظری، مسائل شامل تمرین هایی فصل، هر پایان در است. آن تمرینی و آموزشی ماهیت کتاب،

تا شده اند آورده پایتون کد با همراه متعدد مثال های فصل ها طی در همچنین، است. شده ارائه کدنویسی و

نیز عملی پروژه های از مجموعه ای این، بر افزون کند. تجربه عمل در را مطرح شده مفاهیم بتواند خواننده

تحقیقاتی پروژه های یا دانشگاهی آموزشی دوره های برای مناسب که شده اند طراحی فصل ها برخی پایان در

است. گرفته قرار تقریبی الگوریتم های و NP−کامل مسائل بر ویژه ای تمرکز کتاب از بخشی در اولیه اند.

تقریبی، رویکردهای گراف، حوزه در NP−کامل مسائل دقیق دسته بندی و معرفی علاوه بر بخش، این در

افزایش برای شده اند. بررسی سیستماتیک به صورت نیز آن ها عملکرد تحلیل های و حریصانه الگوریتم های

زبان به کتاب، در مطرح شده الگوریتم های از بسیاری پیاده سازی شده  کدهای پژوهشی، و آموزشی بهره وری

گرفته اند: قرار دسترس در زیر آدرس به گیت هاب مخزن در پایتون، برنامه نویسی

https://github.ⅽoⅿ/Graph−projeⅽts−GTAⅬab/graph−aⅼgorithⅿs−in−python

پژوهشگران و دانشجویان برای مفاهیم عملی درک و توسعه آزمایش، برای پایه ای به عنوان می توانند کدها این

الگوریتم های پیاده سازی و عمیق نظری مباحث میان پلی ایجاد اثر، این اصلی هدف گیرند. قرار مورداستفاده

راه بلکه می کند، کمک بهینه سازی ابزارهای و گرافی ساختارهای بهتر درک به نه تنها که پلی است؛ شده ارائه

در بتواند اثر این است امید می سازد. هموار واقعی مسائل حل در نوآورانه مدل های و روش ها توسعه  برای را

باشد. الهام بخش و مؤثر گامی گرافی، بهینه سازی الگوریتم های توسعه  و پژوهش آموزش، مسیر



۱ ف  ص  ل

ب  ن  ی  ادی م  ف  اھ ی  م و ت  ع  اری  ف

م  ق  دم  ه ۱ −۱

خ  واھ ن  د اس  ت  ف  اده آت  ی ف  ص  ل   ھ ای در ک  ه ت  رک  ی  ب  ی  ات و گ  راف اول  ی  ه م  ف  اھ ی  م ب  ا ف  ص  ل ای  ن در ۲ رئ  وس م  ج  م  وع  ه

م  ی ش  وی  م.   آش  ن  ا ش  د،

ش  م  ارش  ی م  ف  اھ ی  م و ن  م  ادگ  ذاری ۲ −۱

ن  ش  ان P (X) ن  م  اد ب  ا و م  ی ن  ام  ی  م X ۳ ت  وان  ی م  ج  م  وع  ه را X م  ج  م  وع  ه ی  ک زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ای ھ م  ه م  ج  م  وع  ه

م  ی دھ ی  م.

درای  ن ص  ورت، .X = {۱, ۲, ۳} ک  ن  ی  د ف  رض ۱ −۲ −۱ م  ث  ال

P (X) = {{}, {۱}, {۲}, {۳}, {۱, ۲}, {۱, ۳}, {۲, ۳}, {۱, ۲, ۳}}.

: ۴ ج  م  ع اص  ل

ط  ری  ق nk ب  ه را Ak ک  ار و ... و ط  ری  ق n۲ ب  ه ب  ت  وان را A۲ ک  ار آن از ب  ع  د و ط  ری  ق n۱ ب  ه ب  ت  وان را A۱ ک  ار اگ  ر

ب  ه م  ی ت  وان را ک  ارھ ا ای  ن از ی  ک  ی آن  گ  اه داد، ان  ج  ام ھ م زم  ان ن  ت  وان را ک  ارھ ا ای  ن از ج  ف  ت  ی ھ ی  چ اگ  ر و داد ان  ج  ام

داد. ان  ج  ام ط  ری  ق n۱ + n۲ + · · ·+ nk

2. Vertex set
3. Power set
4. Addition principle

۱



پ  ی  اده س  ازی ت  ا ت  ئ  وری از گ  راف: ال  گ  وری  ت  م ھ ای ۲

اس  ت. ج  م  ع م  ع  ادل «ی  ا» ش  م  ارش، در ن  ک  ت  ه:

ی  ک ی  ا ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک م  ی ت  وان روش چ  ن  د ب  ه داری  م. ف  ی  زی  ک ک  ت  اب دو و ری  اض  ی ک  ت  اب دو ۲ −۲ −۱ م  ث  ال

ک  رد؟ ان  ت  خ  اب ف  ی  زی  ک ک  ت  اب

اس  ت. ام  ک  ان پ  ذی  ر ط  ری  ق ۲ + ۲ = ۴ ب  ه ف  ی  زی  ک ی  ا ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک ان  ت  خ  اب ج  م  ع، اص  ل ب  ن  اب  ه پ  اس  خ:

ف  رم  ای  ی  د. م  لاح  ظ  ه را ۱ −۱ ش  ک  ل

موسشورمودشورلواشور

کیزیفکیزیفیضایریضایر

مراهچشور

ف  ی  زی  ک ک  ت  اب ی  ک ی  ا ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک ان  ت  خ  اب روش ھ ای ۱ −۱ ش  ک  ل

: ۱ ض  رب اص  ل

nk ب  ه را Ak ک  ار و ... و ط  ری  ق n۲ ب  ه ب  ت  وان را A۲ ک  ار آن از ب  ع  د و ط  ری  ق n۱ ب  ه ب  ت  وان را A۱ ک  ار اگ  ر

ب  ه را ک  ار k ای  ن م  ی ت  وان آن  گ  اه داد، ان  ج  ام ھ م زم  ان ن  ت  وان را ک  ارھ ا ای  ن از ج  ف  ت  ی ھ ی  چ اگ  ر و داد ان  ج  ام ط  ری  ق

داد. ان  ج  ام ط  ری  ق n۱ × n۲ × · · · × nk
اس  ت. ض  رب م  ع  ادل «و» ش  م  ارش، در ن  ک  ت  ه:

ی  ک و ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک م  ی ت  وان روش چ  ن  د ب  ه داری  م. ف  ی  زی  ک ک  ت  اب دو و ری  اض  ی ک  ت  اب دو ۳ −۲ −۱ م  ث  ال

ک  رد؟ ان  ت  خ  اب ف  ی  زی  ک ک  ت  اب

ام  ک  ان پ  ذی  ر ط  ری  ق ۲× ۲ = ۴ ب  ه ف  ی  زی  ک ک  ت  اب ی  ک و ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک ان  ت  خ  اب ض  رب، اص  ل ب  ن  اب  ه پ  اس  خ:

ف  رم  ای  ی  د. م  لاح  ظ  ه را ۲ −۱ ش  ک  ل اس  ت.

موسشورمودشورلواشور

کیزیفیضایرکیزیفیضایرکیزیفیضایرکیزیفیضایر

مراهچشور

ف  ی  زی  ک ک  ت  اب ی  ک و ری  اض  ی ک  ت  اب ی  ک ان  ت  خ  اب روش ھ ای ۲ −۱ ش  ک  ل

1. Rule of product



۳ ب  ن  ی  ادی م  ف  اھ ی  م و ت  ع  اری  ف

X ۱ ج  ای  گ  ش  ت ی  ک را X ع  ن  اص  ر از خ  ط  ی آرای  ش ھ ر آن  گ  اه ب  اش  د، م  ت  م  ای  ز ش  یء n از گ  ردای  ه ای X اگ  ر

ن  ام  ی  م.

ب  ن  وی  س  ی  د. را X = {۱, ۲, ۳} ج  ای  گ  ش  ت ھ ای ۴ −۲ −۱ م  ث  ال

پ  اس  خ:

۱۲۳, ۱۳۲, ۲۱۳, ۲۳۱, ۳۱۲, ۳۲۱.

اس  ت. n! ب  راب  ر X ع  ض  وی n م  ج  م  وع  ه ج  ای  گ  ش  ت ھ ای ت  ع  داد ن  ک  ت  ه:

ش  یء ی  ک ف  ق  ط ظ  رف ھ ر در ب  ه ط  وری ک  ه م  ت  م  ای  ز، م  ک  ان ی  ا ظ  رف n در م  ت  م  ای  ز ش  یء n ت  وزی  ع ط  رق ت  ع  داد ن  ک  ت  ه:

اس  ت. n! ب  راب  ر ب  گ  ی  رد، ق  رار

س  اخ  ت؟ ۴ و ۳ ،۲ ،۱ ارق  ام از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ت  وان م  ت  م  ای  ز ارق  ام ب  ا رق  م  ی چ  ه  ار ع  دد چ  ن  د ۵ −۲ −۱ م  ث  ال

.۴! پ  اس  خ:

ک  ه اس  ت
n!

(n− k)!
ب  راب  ر ب  اش  د، م  ه  م ت  رت  ی  ب ب  ه ط  وری ک  ه م  ت  م  ای  ز، ش  یء n از ش  یء k ان  ت  خ  اب ط  رق ت  ع  داد

م  ی خ  وان  ی  م. n از k ۲ ت  رت  ی  ب را آن و م  ی دھ ی  م ن  م  ای  ش P (n, k) ن  م  اد ب  ا

ح  رف ھ ر از ک  ه ش  رط ای  ن ب  ا دارد، وج  ود write واژه ح  روف از اس  ت  ف  اده ب  ا س  ه ح  رف  ی واژه چ  ن  د ۶ −۲ −۱ م  ث  ال

ش  ود. اس  ت  ف  اده ب  ار ی  ک ح  داک  ث  ر واژه ی  ک در

از ک  رد. ان  ت  خ  اب را e و t ،i ،r ،w ح  رف ۵ از ح  رف ۳ ب  ای  د درواق  ع س  ه ح  رف  ی، واژه س  اخ  ت ب  رای پ  اس  خ:

پ  س م  ی ک  ن  ن  د، ای  ج  اد ج  دی  د واژه ی  ک ب  گ  ی  رن  د، ق  رار ھ م ک  ن  ار ک  ه ت  رت  ی  ب  ی ھ ر ب  ه ان  ت  خ  اب ش  ده ح  رف س  ه چ  ون ط  رف  ی،

ھ س  ت  ی  م روب  ه رو اس  ت، م  ه  م ت  رت  ی  ب ک  ه م  ت  م  ای  ز ش  یء ۵ از ش  یء ۳ ان  ت  خ  اب ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ه  م ان  ت  خ  اب ت  رت  ی  ب

اس  ت. P (۵, ۳) ب  راب  ر ج  واب ب  ن  اب  رای  ن و

دور را ن  ف  ر n ب  خ  واھ ی  م وق  ت  ی ول  ی اس  ت. n! ب  راب  ر م  ی گ  ی  رن  د، ق  رار ص  ف ی  ک در ن  ف  ر n ک  ه ح  الات  ی ت  ع  داد ت  وج  ه:

ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن و م  ی ش  ون  د ت  ب  دی  ل ی  ک  س  ان دای  ره ای ب  ه ب  ودن  د م  ت  م  ای  ز ق  ب  لا ک  ه ص  ف n دھ ی  م ق  رار دای  ره ی  ک

اس  ت.
n!

n
= (n− ۱)! ب  ا ب  راب  ر گ  رد م  ی  ز ی  ک دور ج  ای  گ  ش  ت ھ ای

ت  ع  دادش  ان ک  ه اس  ت گ  رد م  ی  ز ی  ک دور ش  یء n از آرای  ش  ی م  ت  م  ای  ز، ش  یء n از ۳ دوری ج  ای  گ  ش  ت ی  ک

اس  ت. (n− ۱)! ب  راب  ر

1. Permutation
2. Permutations
3. Cyclic permutation



پ  ی  اده س  ازی ت  ا ت  ئ  وری از گ  راف: ال  گ  وری  ت  م ھ ای ۴

ب  ن  ش  ی  ن  ن  د؟ م  ی  ز گ  رد ی  ک دور م  ی ت  وان  ن  د ن  ف  ر ۵ ط  ری  ق چ  ن  د ب  ه ۷ −۲ −۱ م  ث  ال

.۴! پ  اس  خ:

اول گ  روه در ب  ه ط  وری ک  ه ش  ده ان  د، ت  ق  س  ی  م گ  روه k ب  ه ک  ه ب  اش  د ش  یء n از م  رکّ  ب X گ  ردای  ه اگ  ر

دارد ق  رار ی  ک  س  ان ش  یء nk k ام گ  روه در و ... و ی  ک  س  ان ش  یء n۲ دوم گ  روه در ی  ک  س  ان، ش  یء n۱

آن  گ  اه ن  ب  اش  د، گ  روه ھ ا س  ای  ر اش  ی  ای ھ م  ان  ن  د گ  روه ی  ک از ش  ی  ئ  ی ھ ی  چ و (n = n۱ + · · · + nk)

ن  م  اد ب  ا را ع  دد ای  ن ک  ه اس  ت
n!

n۱!n۲! · · ·nk!
ب  راب  ر ش  یء n ای  ن ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ج  ای  گ  ش  ت ھ ای ت  ع  داد

م  ی دھ ن  د. ن  م  ای  ش P (n;n۱, n۲, . . . , nk)

ط  ری  ق چ  ن  د ب  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ی  ک  س  ان س  ف  ی  د ت  وپ ۲ و ی  ک  س  ان س  ی  اه ت  وپ ۲ از م  رکّ  ب گ  ردای  ه ای ۸ −۲ −۱ م  ث  ال

ق  رار ت  وپ ی  ک ح  داک  ث  ر س  ب  د ھ ر در ب  ه ط  وری ک  ه گ  ذاش  ت، ۴ ت  ا ۱ ش  م  اره ھ ای ب  ه س  ب  د ۴ در را ت  وپ ۴ ای  ن م  ی ت  وان

ش  ود؟ داده

.P (۴; ۲, ۲) =
۴!

۲!۲!
= ۶ پ  اس  خ:

n!

k!(n− k)!
ب  راب  ر ن  ب  اش  د، م  ه  م ت  رت  ی  ب ب  ه ط  وری ک  ه م  ت  م  ای  ز، ش  یء n از م  ت  م  ای  ز ش  یء k ان  ت  خ  اب ط  رق ت  ع  داد

م  ی خ  وان  ی  م. n از k ۱ ت  رک  ی  ب را آن و م  ی دھ ی  م ن  م  ای  ش
(
n

k

)
ی  ا C(n, k) ن  م  اد ب  ا ک  ه اس  ت

ک  رد؟ ان  ت  خ  اب ن  ف  ره ۳۰ ک  لاس ی  ک از ن  ف  ر ۴ م  ی ت  وان روش چ  ن  د ب  ه ۹ −۲ −۱ م  ث  ال

.C(۳۰, ۴) =
۳۰!

۴! · (۳۰− ۴)!
=

۳۰!
۴! · ۲۶!

پ  اس  خ:

.P (n, k) = k! · C(n, k) پ  س ،C(n, k) =
n!

k! · (n− k)!
چ  ون ن  ک  ت  ه:

(ب  رای ni آن در ک  ه n = n۱ + · · ·+ nk و اس  ت م  ت  م  ای  ز ش  یء n از م  رکّ  ب X گ  ردای  ه ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض

و م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب ط  ری  ق C(n, n۱) ب  ه را ش  یء n۱ اب  ت  دا اس  ت. ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد (۱ ≤ i ≤ k

را ع  م  ل ای  ن و م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب ط  ری  ق C(n − n۱, n۲) ب  ه ش  یء n۲ ب  اق  ی م  ان  ده ش  یء n − n۱ از س  پ  س

n − n۱ − n۲ − · · · − nk−۱ از ط  ری  ق C(n − n۱ − · · · − nk−۱, nk) ب  ه ش  یء nk ان  ت  خ  اب ت  ا

ش  یء n از ش  یء n۱ ان  ت  خ  اب ض  رب، اص  ل ب  ن  اب  ر ب  ن  اب  رای  ن م  ی دھ ی  م. ادام  ه ب  اق  ی م  ان  ده ش  یء

ب  ه م  ت  م  ای  ز ش  یء n − n۱ − · · · − nk−۱ از ش  یء nk و ... و ش  یء n − n۱ از ش  یء n۲ و م  ت  م  ای  ز

اس  ت. ام  ک  ان پ  ذی  ر ط  ری  ق C(n, n۱) · C(n− n۱, n۲) · · · · · C(n− n۱ − · · · − nk−۱, nk)

1. Combination



۵ ب  ن  ی  ادی م  ف  اھ ی  م و ت  ع  اری  ف

را ب  الا ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  رک  ی  ب ھ ای ت  ع  داد و م  ی ن  ام  ی  م ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ت  رک  ی  ب ی  ک را چ  ن  ی  ن ای  ن ان  ت  خ  اب ط  ری  ق ھ ر

م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش C(n;n۱, . . . , nk) ن  م  اد ب  ا

C(n, n۱) · C(n − n۱, n۲) · · · · · C(n − n۱ − · · · − nk−۱, nk) = چ  ون ت  وج  ه:

پ  س ،
n!

n۱! · n۲! · · · · · nk!

C(n;n۱, . . . , nk) =
n!

n۱! · n۲! · · · · · nk!
.

ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد (۱ ≤ i ≤ k (ب  رای ni آن در ک  ه n۱ + · · ·+ nk ≤ n ک  ن  ی  د ف  رض ۱۰ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

درای  ن ص  ورت، اس  ت.

P (n;n۱, . . . , nk) = C(n;n۱, . . . , nk).

r از س  ط  ری آرای  ش  ی اس  ت. ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک r و م  ت  م  ای  ز ش  یء n از گ  ردای  ه ی  ک X ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ن  ام  ن  د. X از r−دن  ب  ال  ه ی  ک را اس  ت م  ج  از اش  ی  ای از اس  ت  ف  اده ت  ک  رار ک  ه X اش  ی  ای از ش  یء

nr ب  راب  ر X ع  ض  وی n گ  ردای  ه ع  ن  اص  ر r−دن  ب  ال  ه ھ ای ت  ع  داد ک  ه اس  ت واض  ح ب  الا ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ک  ت  ه:

اس  ت.

س  اخ  ت؟ م  ی ت  وان write واژه ح  روف از اس  ت  ف  اده ب  ا س  ه ح  رف  ی واژه چ  ن  د ۱۱ −۲ −۱ م  ث  ال

.۵۳ ب  ا اس  ت ب  راب  ر واژگ  ان ای  ن ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن و r = ۳ و n = ۵ پ  اس  خ:

درای  ن ص  ورت ب  اش  د. م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک n ک  ن  ی  د ف  رض (چ  ن  د ج  م  ل  ه ای): ق  ض  ی  ه ۱۲ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

آن در ک  ه اس  ت xn۱
۱ x

n۲
۲ · · ·x

nk
k ب  ه ص  ورت (x۱ + x۲ + · · · + xk)

n ب  س  ط از ج  م  ل  ه ھ ر ال  ف.

.ni ≥ ۰ ،i ھ ر ب  رای و n = n۱ + n۲ + · · ·+ nk

C(n;n۱, n۲, . . . , nk) ب  راب  ر (x۱ + x۲ + · · ·+ xk)
n ب  س  ط در xn۱

۱ x
n۲
۲ · · ·x

nk
k ج  م  ل  ه ض  ری  ب ب.

اس  ت.

آوری  د. ب  ه دس  ت را (x+ y)۷ ب  س  ط در x۳y۴ ض  ری  ب ۱۳ −۲ −۱ م  ث  ال

.C(۷; ۳, ۴) پ  اس  خ:

ت  ع  داد درای  ن ص  ورت، ب  اش  د. ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک r و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n ک  ن  ی  د ف  رض ۱۴ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

C(n+ r− ۱, n− ۱) ب  راب  ر ک  رد، ت  ق  س  ی  م م  ت  م  ای  ز ظ  رف n ب  ی  ن دل  خ  واه ب  ه را ی  ک  س  ان ش  یء r م  ی ت  وان ک  ه ط  رق  ی

اس  ت.
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ت  ک  رار، ب  ودن م  ج  از ب  ا آن  گ  اه ب  اش  د، ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک r و م  ت  م  ای  ز ش  یء n از م  رکّ  ب گ  ردای  ه ای X اگ  ر

گ  وی  ی  م. r−گ  ردای  ه ی  ک را X اش  ی  ای از ش  یء r ان  ت  خ  اب ھ ر

ب  راب  ر X r−گ  ردای  ه ھ ای ت  ع  داد ک  ه اس  ت واض  ح ق  ب  ل، ق  ض  ی  ه و ب  الا ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ک  ت  ه:

اس  ت. C(n+ r − ۱, n− ۱)

ج  واب ھ ای ت  ع  داد ب  اش  د. ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک r و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n ک  ن  ی  د ف  رض ۱۵ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

اس  ت. C(n+ r − ۱, n− ۱) ب  راب  ر x۱ + x۲ + · · ·+ xn = r م  ع  ادل  ه ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح

ج  واب ھ ای ت  ع  داد ب  اش  د. ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک r و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک n ک  ن  ی  د ف  رض ۱۶ −۲ −۱ ن  ت  ی  ج  ۀ

اس  ت. C(n+ r, n) ب  راب  ر x۱ + x۲ + · · ·+ xn ≤ r خ  ط  ی ن  ام  س  اوی ن  ام  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر م  ع  ادل  ه ص  ح  ی  ح ج  واب ھ ای ت  ع  داد ۱۷ −۲ −۱ م  ث  ال

x+ y + z = ۱۳, x, y, z ≥ ۰

ب  ا اس  ت ب  راب  ر پ  اس  خ ب  ن  اب  رای  ن و r = ۱۳ و n = ۳ پ  اس  خ:

C(۳ + ۱۳− ۱, ۳− ۱) = C(۱۵, ۲).

روی ط  وری اف  راد ای  ن اگ  ر ش  ده ان  د. ش  م  اره گ  ذاری n ت  ا ۱ ش  م  اره ھ ای ب  ا ص  ن  دل  ی n و ف  رد n ک  ن  ی  د ف  رض

ج  ای  گ  ش  ت ی  ک ک  ه م  ی گ  وی  ی  م آن  گ  اه ن  گ  ی  رد، ق  رار خ  ود ھ م ش  م  اره ص  ن  دل  ی در ھ ی  چ ک  س ک  ه ب  ن  ش  ی  ن  ن  د ص  ن  دل  ی ھ ا

م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش Dn ن  م  اد ب  ا را م  ت  م  ای  ز ش  یء n پ  ری  ش ج  ای  گ  ش  ت ھ ای ت  ع  داد داری  م. اف  راد ای  ن از پ  ری  ش

ب  اش  ن  د، X از م  ت  ن  اھ ی زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ای An, . . . , A۱ اگ  ر ط  رد): و ش  م  ول (اص  ل ق  ض  ی  ه ۱۸ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

آن  گ  اه

|A′
۱ ∩A′

۲ ∩ · · · ∩ A′
n| = |X| − s۱ + s۲ − s۳ + · · ·+ (−۱)nsn

آن در ک  ه

s۱ = |A۱|+ · · ·+ |An| =
n∑

i=۱
|Ai|,

s۲ = |A۱ ∩A۲|+ |A۱ ∩A۳|+ · · ·+ |An−۱ ∩An| =
∑

۱≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |,

...
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sk =
∑

۱≤i۱<i۲<···<ik≤n

|Ai۱ ∩Ai۲ ∩ · · · ∩ Aik |,

...

sn = |A۱ ∩A۲ ∩ · · · ∩ An|.

از اج  ت  م  اع  ی ب  ه ص  ورت ع  ض  وی r م  ج  م  وع  ه ای اف  رازھ ای ت  ع  داد ب  اش  ن  د. ط  ب  ی  ع  ی اع  دادی n و r ک  ن  ی  د ف  رض

اع  داد ای  ن م  ی خ  وان  ی  م. م  ج  م  وع  ه n ب  ه r را آن و م  ی دھ ی  م ن  ش  ان S(r, n) ی  ا {rn} ن  م  اد ب  ا را ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  ه  n

م  ی ن  ام  ی  م. ۱ دوم ن  وع اس  ت  رل  ی  ن  گ اع  داد را

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را S(۴, ۲) ۱۹ −۲ −۱ م  ث  ال

دو ب  ه X = {۱, ۲, ۳, ۴} م  ج  م  وع  ه  اف  راز روش ھ ای ت  ع  داد ب  ا ب  راب  ر S(۴, ۲) ب  الا، ت  ع  ری  ف ب  راس  اس پ  اس  خ:

داری  م: ط  رف  ی از اس  ت. ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  ه 

،{۱, ۴} اف  راز: س  وم روش ،{۲, ۴} ،{۱, ۳} اف  راز: دوم روش ،{۳, ۴} ،{۱, ۲} اف  راز: اول روش

اف  راز: ش  ش  م روش ،{۱, ۳, ۴} ،{۲} اف  راز: پ  ن  ج  م روش ،{۲, ۳, ۴} ،{۱} اف  راز: چ  ه  ارم روش ،{۲, ۳}

{۱, ۲, ۳} ،{۴} اف  راز: ھ ف  ت  م روش ،{۱, ۲, ۴} ،{۳}

.S(۴, ۲) = ۷ ب  ن  اب  رای  ن و ک  رد اف  راز ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  ه  دو ب  ه را X م  ج  م  وع  ه م  ی ت  وان روش ۷ ب  ه پ  س

در ک  ه A از r−دن  ب  ال  ه ھ ای  ی ت  ع  داد اس  ت. م  ت  م  ای  ز ش  یء n از گ  ردای  ه ای A ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ۲۰ −۲ −۱ ق  ض  ی  ۀ

.(r ≥ n (ک  ه اس  ت n!S(r, n) ب  راب  ر م  ی ش  ود ظ  اھ ر ب  ار ی  ک ح  داق  ل ش  یء ھ ر آن ھ ا

n از اج  ت  م  اع  ی ب  ه ص  ورت ع  ض  وی r م  ج  م  وع  ه ای اف  رازھ ای ت  ع  داد ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ی اع  داد n و r ک  ن  ی  م ف  رض

ن  وع اس  ت  رل  ی  ن  گ اع  داد را اع  داد ای  ن م  ی خ  وان  ی  م. دور n ب  ه r را آن و م  ی دھ ی  م ن  م  ای  ش [rn] ن  م  اد ب  ا را ن  ات  ه  ی دور

گ  وی  ن  د. ۲ اول

ج  ع  ب  ه x از گ  ردای  ه ای X و ت  وپ n از گ  ردای  ه ای N ک  ه ب  اش  د f : N −→ X ک  ن  ی  د ف  رض ۲۱ −۲ −۱ م  ث  ال

ک  ن  ی  د. ک  ام  ل را ۱ −۱ ج  دول درای  ن ص  ورت، اس  ت.

و ن  م  ان  د خ  ال  ی ج  ع  ب  ه ای ھ ی  چ ی  ع  ن  ی پ  وش  اس  ت؛ f ک  ه ک  رد ت  وج  ه ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه ب  ای  د س  ؤال، ای  ن ب  ه پ  اس  خ ب  رای پ  اس  خ:

ن  م  اد ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن، گ  ی  رد. ق  رار ت  وپ ی  ک ح  داک  ث  ر ج  ع  ب  ه ھ ر داخ  ل ی  ع  ن  ی اس  ت؛ ی  ک ب  ه ی  ک f

ب  رای م  ی دھ د. ن  ش  ان را ص  ف  ر درغ  ی  ر ای  ن ص  ورت، و n ≤ x اگ  ر اس  ت ی  ک ع  دد ن  ش  ان دھ ن  ده
[
[n ≤ x]

]
1. Stirling numbers of the second kind
2. Stirling numbers of the first kind
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۱ −۱ ج  دول

f پ  وش  ا ت  واب  ع ت  ع  داد f ی  ک ب  ه ی  ک ت  واب  ع ت  ع  داد f ت  واب  ع ت  ع  داد X ع  ن  اص  ر N ع  ن  اص  ر
؟ ؟ ؟ م  ت  م  ای  ز م  ت  م  ای  ز
؟ ؟ ؟ م  ت  م  ای  ز غ  ی  رم  ت  م  ای  ز
؟ ؟ ؟ غ  ی  رم  ت  م  ای  ز م  ت  م  ای  ز

ش  م  اره ھ ا ب  راس  اس س  پ  س و ش  م  اره گ  ذاری ۲ −۱ ش  ک  ل م  ط  اب  ق را ج  دول خ  ان  ه ھ ای اب  ت  دا پ  اس  خ گ  وی  ی، در س  ه  ول  ت

م  ی ک  ن  ی  م. پ  اس  خ گ  وی  ی

۲ −۱ ج  دول

f پ  وش  ا ت  واب  ع ت  ع  داد f ی  ک ب  ه ی  ک ت  واب  ع ت  ع  داد f ت  واب  ع ت  ع  داد X ع  ن  اص  ر N ع  ن  اص  ر
۳ ۲ ۱ م  ت  م  ای  ز م  ت  م  ای  ز
۶ ۵ ۴ م  ت  م  ای  ز غ  ی  رم  ت  م  ای  ز
۹ ۸ ۷ غ  ی  رم  ت  م  ای  ز م  ت  م  ای  ز

م  ت  م  ای  ز ج  ع  ب  ه x ت  ع  داد ،N م  ج  م  وع  ه از ت  وپ ھ ر ب  رای ح  ال  ت، ای  ن در چ  ون .xn از اس  ت ع  ب  ارت پ  اس  خ .۱

ب  راب  ر ت  وپ ھ ا ت  ع  داد ط  رف  ی، از ب  ب  رد. ح  ال  ت) x (ب  ه ج  ع  ب  ه ھ ا از ی  ک  ی ب  ه را ت  وپ آن م  ی ت  وان  د ت  اب  ع ک  ه دارد وج  ود

در ب  ه ع  ن  وان م  ث  ال، .x× x× . . .× x = xn ب  ا اس  ت ب  راب  ر X ب  ه N از ت  واب  ع ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت n

ن  ش  ان را ۲ و ۱ ش  م  اره ج  ع  ب  ه ھ ای ش  ام  ل X ب  ه س  ی  اه و س  ف  ی  د ت  وپ ھ ای ش  ام  ل N از ت  واب  ع ک  ل  ی  ه ۳ −۱ ش  ک  ل

ت  وپ و ۱ ج  ع  ب  ه ب  ه را س  ف  ی  د ت  وپ g ت  اب  ع ول  ی م  ی ب  رد، ۱ ش  م  اره ج  ع  ب  ه ب  ه را ت  وپ دو ھ ر f ت  اب  ع م  ث  لا م  ی دھ د.

م  ی ب  رد. ۲ ج  ع  ب  ه ب  ه را س  ی  اه

1

1

f

f

g

g

2

1

h

h

2

2

q

q
2

1

۲ و ۱ ش  م  اره ھ ای ب  ا ج  ع  ب  ه دو ش  ام  ل X ب  ه س  ی  اه و س  ف  ی  د ت  وپ دو ش  ام  ل N از ت  واب  ع ک  ل  ی  ه ۳ −۱ ش  ک  ل

ت  وپ ھ ا ت  ع  داد ب  ه ب  اش  د، ب  ای  د ت  وپ ی  ک ح  داک  ث  ر ج  ع  ب  ه ھ ر در ح  ال  ت، ای  ن در چ  ون م  ی ش  ود. P (x, n) پ  اس  خ .۲

ای  ن ان  ت  خ  اب روش ھ ای ت  ع  داد ھ س  ت  ن  د، م  ت  م  ای  ز ج  ع  ب  ه ھ ا و ت  وپ ھ ا چ  ون ھ م  چ  ن  ی  ن، م  ی ک  ن  ی  م. ان  ت  خ  اب ج  ع  ب  ه

.P (x, n) ب  ا اس  ت ب  راب  ر ج  ع  ب  ه ھ ا
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